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Entanglement

   “The deep ways that quantum information differs from classical information involve the             
   properties, implications, and uses of quantum entanglement.” (J. Preskill, 2009)

 “The entanglement is the characteristic trait of Quantum Mechanics, the one that enforces its 
entire departure from classical line of thoughts.” (E. Schroedinger, 1935)
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Test telepatici
Alice e Bob si definiscono telepatici e accettano di dimostrarlo sottoponendosi ad un test sotto l’attenta osservazione 
di due giudici. 
Per prima cosa A e B concordano un insieme di regole insieme ai giudici: le regole sono decise in modo tale che i due 
possano, secondo l’idea dei giudici, vincere solamente se effettivamente sono telepatici. Una vittoria 
rappresenterebbe dunque la dimostrazione della loro telepatia; una sconfitta, la dimostrazione del loro inganno.
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5.4 Qualche esempio

Prima di entrare nella spinosa questione sulle implicazioni che tali correlazioni
anche da un punto di vista storico-filosofico hanno avuto, introduciamo alcuni
esperimenti mentali e alcuni esempi in cui tali correlazioni giocano un ruolo
determinante.

Un test di telepatia Riassumiamo brevemente il test di telepatia descritto
in [19].

Alice e Bob si definiscono telepatici e concordano con i giudici di una
scommessa le regole che dovranno essere rispettate per vincere.

Protocollo d’intesa:

1. Alice e Bob sono in due camere separate senza possibilità di co-
municare in presenza di due arbitri anch’essi impossibilitati a
comunicare.

2. Ciascuno degli arbitri lancia una moneta annunciando il risultato:
Testa o Croce.

3. Ciascuno dei due psichici annuncia Bianco o Nero.
4. Alice e Bob vincono tutte le volte che entrambe le monete sono

Croce e entrambi rispondono Nero.
5. Alice e Bob perdono se una qualsiasi delle loro risposte corrisponde

a una delle seguenti accoppiate:
(a) Nero-Nero in risposta a Testa-Testa.
(b) Nero-Bianco in risposta a Croce-Testa.
(c) Bianco-Nero in risposta a Testa-Croce.

6. Se gli psichici vincono almeno 20 volte su 4000 riceveranno un
milione di euro

È abbastanza semplice verificare che classicamente Alice e Bob non
potranno mai vincere il premio (o meglio hanno una probabilità pres-
soché nulla). Se infatti considerassimo tutte le possibili risposte di Alice
e Bob in base al lancio della moneta, ci possiamo accorgere che ogni
volta che vengono soddisfatte le regole a, b non capita la combinazione
Nero-Nero in risposta a Croce-Croce; viceversa il modo in cui questa
combinazione è ammessa rischia di infrangere una delle altre regole. In
particolare se giocano per vincere hanno almeno il 25 % di probabilità
di violare una delle regole, il 25 % di vincere e il 50 % che non accada
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Classicamente, a meno che Alice 
e B o b n o n s i a n o d a v v e r o 
telepatici, le probabilità di vincere 
sono estremamente basse!

Test telepatici
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Test telepatici
Alice e Bob si presentano ai giudici ciascuno con 4000 scatole dette MEMORIA e una detta HADAMARD.

Nulla nelle regole stabilite lo vieta. I giudici si assicurano in ogni caso che tali scatole non permettano ad 
Alice e Bob di comunicare. Accertato questo, decidono di far proseguire la sfida.

nulla. Ecco il motivo per cui i giudici hanno chiesto di implementare il
gioco 4000 volte!

Ma Alice e Bob conoscono gli stati entangled e così riusciranno a vin-
cere il premio. Vediamo come.
Alice e Bob decidono di entrare nelle stanze con 4000 scatole denomi-
nate MEMORIA e un’HADAMARD. Nelle regole nulla lo impedisce
e i giudici, ignari delle correlazioni quantistiche, giudicano ininfluenti
tali strumenti per i due psichici. "In ogni caso non riusciranno a co-
municare tra loro", questa è la motivazione con cui i giudici accettano.
Vediamo come, pur non comunicando, Alice e Bob potranno vincere
il milione di euro.

Alice e Bob prima di entrare nelle rispettive stanze hanno preparato il
seguente stato entangled15

| i = |00i + |01i + |10ip
3

(5.6)

convenendo di codificare con lo 0 il colore Bianco e con 1 il Nero e in
cui il primo elemento viene inserito nella scatola MEMORIA di Alice e
il secondo in quella di Bob. A condizione che le scatole rimangano ben
chiuse e isolate, lo stato entangled permane anche quando Alice e Bob
si siano allontanati.
Studiamo ora i quattro casi che si possono presentare dopo il lancio
della moneta da parte dei giudici.

Alice-Testa e Bob-Testa Nel caso in cui i due lanci di moneta diano
entrambi esito Testa, Alice e Bob liberano una pallina ciascuno
dalla propria scatola di MEMORIA e ne osservano (misurano) il
colore.
Dunque osservando lo stato

| i = |00i + |01i + |10ip
3

esso collassa in
|00i o |01i o |10i

ciascuno con probabilità 1/3. Dunque si potranno presentare i
seguenti casi, ciascuno con probbailitâ 1/3:

15
Mostreremo alla fine come sia possibile ottenere lo stato entangled mediante un circuito

logico quantistico!
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In realtà ciascuna delle scatole di Alice e Bob contiene una pallina della coppia entangled dello stato 

Vediamo come, sfruttando queste due scatole, potranno vincere la sfida. 

In effetti A e B hanno deciso di codificare con 0 il colore bianco e con 1 il colore nero. 


A condizione di mantenere le scatole ben chiuse e isolate, lo stato entangled permane anche se Alice e Bob 

si allontanano per entrare nelle loro rispettive stanze.


Vediamo ora come agiscono Alice e Bob a seconda dell’esito del lancio della moneta dei giudici.
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Test telepatici

nulla. Ecco il motivo per cui i giudici hanno chiesto di implementare il
gioco 4000 volte!

Ma Alice e Bob conoscono gli stati entangled e così riusciranno a vin-
cere il premio. Vediamo come.
Alice e Bob decidono di entrare nelle stanze con 4000 scatole denomi-
nate MEMORIA e un’HADAMARD. Nelle regole nulla lo impedisce
e i giudici, ignari delle correlazioni quantistiche, giudicano ininfluenti
tali strumenti per i due psichici. "In ogni caso non riusciranno a co-
municare tra loro", questa è la motivazione con cui i giudici accettano.
Vediamo come, pur non comunicando, Alice e Bob potranno vincere
il milione di euro.

Alice e Bob prima di entrare nelle rispettive stanze hanno preparato il
seguente stato entangled15

| i = |00i + |01i + |10ip
3

(5.6)

convenendo di codificare con lo 0 il colore Bianco e con 1 il Nero e in
cui il primo elemento viene inserito nella scatola MEMORIA di Alice e
il secondo in quella di Bob. A condizione che le scatole rimangano ben
chiuse e isolate, lo stato entangled permane anche quando Alice e Bob
si siano allontanati.
Studiamo ora i quattro casi che si possono presentare dopo il lancio
della moneta da parte dei giudici.

Alice-Testa e Bob-Testa Nel caso in cui i due lanci di moneta diano
entrambi esito Testa, Alice e Bob liberano una pallina ciascuno
dalla propria scatola di MEMORIA e ne osservano (misurano) il
colore.
Dunque osservando lo stato

| i = |00i + |01i + |10ip
3

esso fornirà una delle seguenti coppie di bit classici

0, 0 o 0, 1 o 1, 0

ciascuno con probabilità 1/3. Dunque si potranno presentare i
seguenti casi, ciascuno con probabilità 1/3:

15
Mostreremo alla fine come sia possibile ottenere lo stato entangled mediante un circuito

logico quantistico!
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1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la porta di HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA:

| i = |00i + |01i + |10ip
3

�!

�! 1p
3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|0i+ 1p

3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|1i+ 1p

3

✓
|0i � |1ip

2

◆
|0i =

(5.7)

Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue

=
2p
2
p
3

|00i + 1p
2
p
3

|01i + 1p
2
p
3

|11i

La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice estrae B e Bob B con probabilità p = 2/3;
2. Alice estrae B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice estrae N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob mettono la propria scatola Memoria sopra
una Hadamard:

| i = |00i + |01i + |10ip
3

�!

�! 1p
3

✓
|0i + |1ip

2
⌦ |0i + |1ip

2

◆
+

1p
3

✓
|0i + |1ip

2
⌦ |0i � |1ip

2

◆
+

+
1p
3

✓
|0i � |1ip

2
⌦ |0i + |1ip

2

◆
= (5.8)
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Non possono vincere, ma 

agendo in questo modo 

non possono perdere. 

A l t e r m i n e d e l t e s t 
mostreremo un circuito in 
grado di realizzare lo stato.

5.4 Qualche esempio

Prima di entrare nella spinosa questione sulle implicazioni che tali correlazioni
anche da un punto di vista storico-filosofico hanno avuto, introduciamo alcuni
esperimenti mentali e alcuni esempi in cui tali correlazioni giocano un ruolo
determinante.

Un test di telepatia Riassumiamo brevemente il test di telepatia descritto
in [19].

Alice e Bob si definiscono telepatici e concordano con i giudici di una
scommessa le regole che dovranno essere rispettate per vincere.

Protocollo d’intesa:

1. Alice e Bob sono in due camere separate senza possibilità di co-
municare in presenza di due arbitri anch’essi impossibilitati a
comunicare.

2. Ciascuno degli arbitri lancia una moneta annunciando il risultato:
Testa o Croce.

3. Ciascuno dei due psichici annuncia Bianco o Nero.
4. Alice e Bob vincono tutte le volte che entrambe le monete sono

Croce e entrambi rispondono Nero.
5. Alice e Bob perdono se una qualsiasi delle loro risposte corrisponde

a una delle seguenti accoppiate:
(a) Nero-Nero in risposta a Testa-Testa.
(b) Nero-Bianco in risposta a Croce-Testa.
(c) Bianco-Nero in risposta a Testa-Croce.

6. Se gli psichici vincono almeno 20 volte su 4000 riceveranno un
milione di euro

È abbastanza semplice verificare che classicamente Alice e Bob non
potranno mai vincere il premio (o meglio hanno una probabilità pres-
soché nulla). Se infatti considerassimo tutte le possibili risposte di Alice
e Bob in base al lancio della moneta, ci possiamo accorgere che ogni
volta che vengono soddisfatte le regole a, b non capita la combinazione
Nero-Nero in risposta a Croce-Croce; viceversa il modo in cui questa
combinazione è ammessa rischia di infrangere una delle altre regole. In
particolare se giocano per vincere hanno almeno il 25 % di probabilità
di violare una delle regole, il 25 % di vincere e il 50 % che non accada
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Test telepatici

1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la porta di HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA:
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Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue
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La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3;
2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob mettono la propria scatola Memoria sopra
una Hadamard:

| i = |00i + |01i + |10ip
3

�!

�! 1p
3

✓
|0i + |1ip

2
⌦ |0i + |1ip

2

◆
+

1p
3

✓
|0i + |1ip

2
⌦ |0i � |1ip

2

◆
+

+
1p
3

✓
|0i � |1ip

2
⌦ |0i + |1ip

2

◆
= (5.8)

91

1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.
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Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue
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La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob mettono la propria scatola Memoria sopra
una Hadamard:
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H ⊗ I

Il ruolo della Hadamard è 
quello di creare interferenza 
in modo da annul lare 
l’effetto dello stato , 
proibito dalle regole.

|10⟩

Non possono vincere, ma 

agendo in questo modo 

non possono perdere. 

1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la porta di HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA:
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Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue
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La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob mettono la propria scatola Memoria sopra
una Hadamard:
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Analogo

1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la scatola HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA, Bob osserva semplicemente la sua pallina:

| i = |00i + |01i + |10ip
3
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✓
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Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue
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La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob usano la scatola HADAMARD dopo quella
MEMORIA:

| i = |00i + |01i + |10ip
3
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✓
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5.4 Qualche esempio

Prima di entrare nella spinosa questione sulle implicazioni che tali correlazioni
anche da un punto di vista storico-filosofico hanno avuto, introduciamo alcuni
esperimenti mentali e alcuni esempi in cui tali correlazioni giocano un ruolo
determinante.

Un test di telepatia Riassumiamo brevemente il test di telepatia descritto
in [19].

Alice e Bob si definiscono telepatici e concordano con i giudici di una
scommessa le regole che dovranno essere rispettate per vincere.

Protocollo d’intesa:

1. Alice e Bob sono in due camere separate senza possibilità di co-
municare in presenza di due arbitri anch’essi impossibilitati a
comunicare.

2. Ciascuno degli arbitri lancia una moneta annunciando il risultato:
Testa o Croce.

3. Ciascuno dei due psichici annuncia Bianco o Nero.
4. Alice e Bob vincono tutte le volte che entrambe le monete sono

Croce e entrambi rispondono Nero.
5. Alice e Bob perdono se una qualsiasi delle loro risposte corrisponde

a una delle seguenti accoppiate:
(a) Nero-Nero in risposta a Testa-Testa.
(b) Nero-Bianco in risposta a Croce-Testa.
(c) Bianco-Nero in risposta a Testa-Croce.

6. Se gli psichici vincono almeno 20 volte su 4000 riceveranno un
milione di euro

È abbastanza semplice verificare che classicamente Alice e Bob non
potranno mai vincere il premio (o meglio hanno una probabilità pres-
soché nulla). Se infatti considerassimo tutte le possibili risposte di Alice
e Bob in base al lancio della moneta, ci possiamo accorgere che ogni
volta che vengono soddisfatte le regole a, b non capita la combinazione
Nero-Nero in risposta a Croce-Croce; viceversa il modo in cui questa
combinazione è ammessa rischia di infrangere una delle altre regole. In
particolare se giocano per vincere hanno almeno il 25 % di probabilità
di violare una delle regole, il 25 % di vincere e il 50 % che non accada
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= ... =
3

2
p
3

|00i + 1

2
p
3

|01i + 1

2
p
3

|10i � 1

2
p
3

|11i (5.9)

La 5.7 ci garantisce effettuando la misura
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 9/12

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/12

3. Alice osserva N e Bob B con probabilità p = 1/12

4. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/12

risposte tutte valide secondo le regole e con in più la combinazione
vincente nell’ultimo caso. Ecco dunque svelato come sia possibile
vincere il milione di Euro.

Ciò che abbiamo visto è quella che comunemente viene chiamata non-
località quantistica16. Ecco le parole dell’autore in [19] per cercare di
dare una lettura più condivisa possibile degli effetti appena evidenziati:

«il risultato ottenuto osservando una particella in uno sta-
to entangled in un luogo è strettamente legato al risultato
dell’osservazione di un’altra particella in un luogo diverso.
Questa è la sola constatazione sui risultati degli esperimenti
che stiamo facendo.»

Per concludere esaurientemente l’esempio rimane da costruire un cir-
cuito logico in grado di generare lo stato entangled | i con cui Alice e
Bob creano le correlazioni locali che permetteranno loro di vincere:

Figura 5.5: Circuito per la realizzazione dello stato entangled di Alice e Bob
telepatici
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Chiariremo in seguito il concetto di località: in realtà la FQ è locale nel senso che

non è possibile comunicare a velocità superiori di quelle della luce e quindi Alice e Bob

non stanno comunicandosi i risultati per poter vincere la scommessa. Essi sfruttano le

correlazioni quantistiche insite negli stati entangled, quelle sì non locali
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1. Alice osserva B e Bob B

2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la scatola HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA, Bob osserva semplicemente la sua pallina:

| i = |00i + |01i + |10ip
3

�!

�! 1p
3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|0i+ 1p

3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|1i+ 1p

3

✓
|0i � |1ip

2

◆
|0i =

(5.7)

Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue

=
2p
2
p
3

|00i + 1p
2
p
3

|01i + 1p
2
p
3

|11i

La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob usano la scatola HADAMARD dopo quella
MEMORIA:

| i = |00i + |01i + |10ip
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◆
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La 5.7 ci garantisce effettuando la misura
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 9/12

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/12

3. Alice osserva N e Bob B con probabilità p = 1/12

4. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/12

risposte tutte valide secondo le regole e con in più la combinazione
vincente nell’ultimo caso. Ecco dunque svelato come sia possibile
vincere il milione di Euro.

Ciò che abbiamo visto è quella che comunemente viene chiamata non-
località quantistica16. Ecco le parole dell’autore in [19] per cercare di
dare una lettura più condivisa possibile degli effetti appena evidenziati:

«il risultato ottenuto osservando una particella in uno sta-
to entangled in un luogo è strettamente legato al risultato
dell’osservazione di un’altra particella in un luogo diverso.
Questa è la sola constatazione sui risultati degli esperimenti
che stiamo facendo.»

Per concludere esaurientemente l’esempio rimane da costruire un cir-
cuito logico in grado di generare lo stato entangled | i con cui Alice e
Bob creano le correlazioni locali che permetteranno loro di vincere:

Figura 5.5: Circuito per la realizzazione dello stato entangled di Alice e Bob
telepatici
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non stanno comunicandosi i risultati per poter vincere la scommessa. Essi sfruttano le

correlazioni quantistiche insite negli stati entangled, quelle sì non locali
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4. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/12

risposte tutte valide secondo le regole e con in più la combinazione
vincente nell’ultimo caso. Ecco dunque svelato come sia possibile
vincere il milione di Euro.

Ciò che abbiamo visto è quella che comunemente viene chiamata non-
località quantistica16. Ecco le parole dell’autore in [19] per cercare di
dare una lettura più condivisa possibile degli effetti appena evidenziati:

«il risultato ottenuto osservando una particella in uno sta-
to entangled in un luogo è strettamente legato al risultato
dell’osservazione di un’altra particella in un luogo diverso.
Questa è la sola constatazione sui risultati degli esperimenti
che stiamo facendo.»

Per concludere esaurientemente l’esempio rimane da costruire un cir-
cuito logico in grado di generare lo stato entangled | i con cui Alice e
Bob creano le correlazioni locali che permetteranno loro di vincere:
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2. Alice osserva B e Bob N

3. Alice osserva N e Bob B

ma in ogni caso mai la combinazione NN , unica non concessa
dalle regole.

Alice-Croce e Bob-Testa Se nella stanza di Alice il giudice lancia
la moneta ed esce Croce, Alice usa la porta di HADAMARD dopo
la scatola MEMORIA:

| i = |00i + |01i + |10ip
3

�!

�! 1p
3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|0i+ 1p

3

✓
|0i + |1ip

2

◆
|1i+ 1p

3

✓
|0i � |1ip

2

◆
|0i =

(5.7)

Il merito della porta di Hadamard è quello di creare interferenza
e annullare il ket |10i che è proibito per le regole. Ne segue

=
2p
2
p
3

|00i + 1p
2
p
3

|01i + 1p
2
p
3

|11i

La misura effettuata su questo stato dà:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 2/3

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/6

3. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/6

risposte tutte valide secondo le regole.
Alice-Testa e Bob-Croce Analogo al caso precedente.
Alice-Croce e Bob-Croce Questo è il caso più interessante perché

quello che permette ad Alice e Bob di vincere il premio. In questo
caso sia Alice che Bob mettono la propria scatola Memoria sopra
una Hadamard:
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Siamo proprio nel caso 
che permette a Alice e 
Bob di vincere. Nessuna 
de l le combinaz ion i è 
vietata dalle regole e 
l’ultima permette ai due di 
vincere!!

Alice e Bob

telepatici

5.4 Qualche esempio

Prima di entrare nella spinosa questione sulle implicazioni che tali correlazioni
anche da un punto di vista storico-filosofico hanno avuto, introduciamo alcuni
esperimenti mentali e alcuni esempi in cui tali correlazioni giocano un ruolo
determinante.

Un test di telepatia Riassumiamo brevemente il test di telepatia descritto
in [19].

Alice e Bob si definiscono telepatici e concordano con i giudici di una
scommessa le regole che dovranno essere rispettate per vincere.

Protocollo d’intesa:

1. Alice e Bob sono in due camere separate senza possibilità di co-
municare in presenza di due arbitri anch’essi impossibilitati a
comunicare.

2. Ciascuno degli arbitri lancia una moneta annunciando il risultato:
Testa o Croce.

3. Ciascuno dei due psichici annuncia Bianco o Nero.
4. Alice e Bob vincono tutte le volte che entrambe le monete sono

Croce e entrambi rispondono Nero.
5. Alice e Bob perdono se una qualsiasi delle loro risposte corrisponde

a una delle seguenti accoppiate:
(a) Nero-Nero in risposta a Testa-Testa.
(b) Nero-Bianco in risposta a Croce-Testa.
(c) Bianco-Nero in risposta a Testa-Croce.

6. Se gli psichici vincono almeno 20 volte su 4000 riceveranno un
milione di euro

È abbastanza semplice verificare che classicamente Alice e Bob non
potranno mai vincere il premio (o meglio hanno una probabilità pres-
soché nulla). Se infatti considerassimo tutte le possibili risposte di Alice
e Bob in base al lancio della moneta, ci possiamo accorgere che ogni
volta che vengono soddisfatte le regole a, b non capita la combinazione
Nero-Nero in risposta a Croce-Croce; viceversa il modo in cui questa
combinazione è ammessa rischia di infrangere una delle altre regole. In
particolare se giocano per vincere hanno almeno il 25 % di probabilità
di violare una delle regole, il 25 % di vincere e il 50 % che non accada
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nulla. Ecco il motivo per cui i giudici hanno chiesto di implementare il
gioco 4000 volte!

Ma Alice e Bob conoscono gli stati entangled e così riusciranno a vin-
cere il premio. Vediamo come.
Alice e Bob decidono di entrare nelle stanze con 4000 scatole denomi-
nate MEMORIA e un’HADAMARD. Nelle regole nulla lo impedisce
e i giudici, ignari delle correlazioni quantistiche, giudicano ininfluenti
tali strumenti per i due psichici. "In ogni caso non riusciranno a co-
municare tra loro", questa è la motivazione con cui i giudici accettano.
Vediamo come, pur non comunicando, Alice e Bob potranno vincere
il milione di euro.

Alice e Bob prima di entrare nelle rispettive stanze hanno preparato il
seguente stato entangled15

| i = |00i + |01i + |10ip
3

(5.6)

convenendo di codificare con lo 0 il colore Bianco e con 1 il Nero e in
cui il primo elemento viene inserito nella scatola MEMORIA di Alice e
il secondo in quella di Bob. A condizione che le scatole rimangano ben
chiuse e isolate, lo stato entangled permane anche quando Alice e Bob
si siano allontanati.
Studiamo ora i quattro casi che si possono presentare dopo il lancio
della moneta da parte dei giudici.

Alice-Testa e Bob-Testa Nel caso in cui i due lanci di moneta diano
entrambi esito Testa, Alice e Bob liberano una pallina ciascuno
dalla propria scatola di MEMORIA e ne osservano (misurano) il
colore.
Dunque osservando lo stato

| i = |00i + |01i + |10ip
3

esso collassa in
|00i o |01i o |10i

ciascuno con probabilità 1/3. Dunque si potranno presentare i
seguenti casi, ciascuno con probbailitâ 1/3:

15
Mostreremo alla fine come sia possibile ottenere lo stato entangled mediante un circuito

logico quantistico!
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Effettuando la misura di questo stato:
1. Alice osserva B e Bob B con probabilità p = 9/12

2. Alice osserva B e Bob N con probabilità p = 1/12

3. Alice osserva N e Bob B con probabilità p = 1/12

4. Alice osserva N e Bob N con probabilità p = 1/12

risposte tutte valide secondo le regole e con in più la combinazione
vincente nell’ultimo caso. Ecco dunque svelato come sia possibile
vincere il milione di Euro.

Ciò che abbiamo visto è quella che comunemente viene chiamata non-
località quantistica16. Ecco le parole dell’autore in [19] per cercare di
dare una lettura più condivisa possibile degli effetti appena evidenziati:

«il risultato ottenuto osservando una particella in uno sta-
to entangled in un luogo è strettamente legato al risultato
dell’osservazione di un’altra particella in un luogo diverso.
Questa è la sola constatazione sui risultati degli esperimenti
che stiamo facendo.»

Per concludere esaurientemente l’esempio rimane da costruire un cir-
cuito logico in grado di generare lo stato entangled | i con cui Alice e
Bob creano le correlazioni locali che permetteranno loro di vincere:

Figura 5.5: Circuito per la realizzazione dello stato entangled di Alice e Bob
telepatici

16
Chiariremo in seguito il concetto di località: in realtà la FQ è locale nel senso che

non è possibile comunicare a velocità superiori di quelle della luce e quindi Alice e Bob

non stanno comunicandosi i risultati per poter vincere la scommessa. Essi sfruttano le

correlazioni quantistiche insite negli stati entangled, quelle sì non locali

92

0

Esercizio: dimostrare che al termine del circuito se effettuando una misurazione sul terzo qubit

                otteniamo 0, allora Alice e Bob avrebbero lo stato entangled condiviso all’inizio del

                test. 
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Formalmente:

| i = |0i ⌦ |0i ⌦ |0i �! |0i + |1ip
2

⌦ |0i + |1ip
2

⌦ |0i =

=
1

2
(|00i + |01i + |10i + |11i) |0i CCNOT�! 1

2
(|00i + |01i + |10i+) |0i+1

2
|111i =

=
1

2
(|000i + |010i + |100i + |111i) (5.10)

Se ora osserviamo la terza particella e questa risultasse bianca lo stato
collasserebbe in

| i = 1p
3
(|00i + |01i + |10i) ⌦ |0i (5.11)

il cui primo termine, è lo stato entangled cercato.

CHSH game[20] Come nel caso precedente consideriamo Alice e Bob posti
in luoghi sufficientemente lontani dello spazio o comunque non in grado
di comunicare in modo classico. Immaginiamo sempre che ci siano
due giudici uno con Alice e uno con Bob e che anch’essi non possano
comunicare, né siano d’accordo in altro modo. Ciascuno dei due giudici
lancia una moneta e fornisce l’esito del lancio. Chiameremo x e y gli
esiti del lancio della moneta rispettivamente per Alice e per Bob dove
ovviamente x 2 {0, 1} e y 2 {0, 1}. A questo punto anche Alice e Bob
dovranno comunicare ai giudici la scelta di un valore tra due possibili;
chiameremo tali valori a e b con l’analoga convenzione che a 2 {0, 1} e
b 2 {0, 1}. Alice e Bob vincono se

a � b = x ^ y

altrimenti perdono.
Se Alice e Bob giocano classicamente senza la possibilità di scambiar-
si informazioni hanno la probabilità massima di vincere pari a 3/4
ottenuta implementando la seguente la procedura:

1. Bob risponde sempre con b = 0

2. Se il giudice di Alice dice x = 0 risponde a = 0. In questo caso
Alice e Bob vincono con probabilità 1.

3. Se il giudice di Alice dice x = 1 Alice deve scegliere tra 0 e 1,
non sapendo cosa abbia ottenuto il giudice di Bob. In questo caso
Alice e Bob vincono con probabilità 1/2.
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Formalmente:
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collasserebbe in
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il cui primo termine, è lo stato entangled cercato.

CHSH game[20] Come nel caso precedente consideriamo Alice e Bob posti
in luoghi sufficientemente lontani dello spazio o comunque non in grado
di comunicare in modo classico. Immaginiamo sempre che ci siano
due giudici uno con Alice e uno con Bob e che anch’essi non possano
comunicare, né siano d’accordo in altro modo. Ciascuno dei due giudici
lancia una moneta e fornisce l’esito del lancio. Chiameremo x e y gli
esiti del lancio della moneta rispettivamente per Alice e per Bob dove
ovviamente x 2 {0, 1} e y 2 {0, 1}. A questo punto anche Alice e Bob
dovranno comunicare ai giudici la scelta di un valore tra due possibili;
chiameremo tali valori a e b con l’analoga convenzione che a 2 {0, 1} e
b 2 {0, 1}. Alice e Bob vincono se

a � b = x ^ y

altrimenti perdono.
Se Alice e Bob giocano classicamente senza la possibilità di scambiar-
si informazioni hanno la probabilità massima di vincere pari a 3/4
ottenuta implementando la seguente la procedura:

1. Bob risponde sempre con b = 0

2. Se il giudice di Alice dice x = 0 risponde a = 0. In questo caso
Alice e Bob vincono con probabilità 1.

3. Se il giudice di Alice dice x = 1 Alice deve scegliere tra 0 e 1,
non sapendo cosa abbia ottenuto il giudice di Bob. In questo caso
Alice e Bob vincono con probabilità 1/2.

93Classicamente dunque, la probabilità con cui Alice e Bob vincono è
dunque

1 · 1
2
+

1

2
· 1
2
=

3

4
= 75%

Vediamo ora come Alice e Bob possono aumentare la probabilità di
vincere senza comunicare, ma sfruttando le correlazioni non locali degli
stati entangled.
Alice e Bob prima di essere allontanati condividono uno stato entangled
corrispondente ad uno degli stati di Bell:

| i = 1p
2
(|00i + |11i)

A questo punto ciascuno porta con sé uno dei due qubit che formano
lo stato entangled, rispettivamente il primo e il secondo. La procedura
adottata da Alice e Bob sarà la seguente:

1. Se il giudice di Alice dice x = 0, Alice non compie nessuna ope-
razione sul suo qubit; se invece dice x = 1 allora applica una
rotazione di ⇡

8 al suo qubit
2. Analogamente Bob non compirà alcuna operazione se il suo giudice

dice y = 0, mentre applicherà una rotazione di �⇡
8 al proprio

qubit.
3. Alice e Bob misurano i loro qubit e restituiscono i valori ottenuti

come risposte a e b.

Vediamo ora come ottenere le probabilità totali di successo.

• x = 0 e y = 0
In questo caso né Alice né Bob modificano lo stato di qubit. Lo
stato

| i = 1p
2
(|00i + |11i)

rimane invariato ed essi hanno probabilità 1 di successo (Bob mi-
sura la stessa quantità di Alice per lo stato entangled correlato.
Quindi a � b = x ^ y = 0 in ogni caso).
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x y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

x ∧ y

a b
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

a ⊕ b

La sce l ta a = b 
permette di vincere 
nel 75 % dei casi.
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Alice e Bob prima di essere allontanati condividono uno stato entangled
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come risposte a e b.
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• x = 0 e y = 0
In questo caso né Alice né Bob modificano lo stato di qubit. Lo
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rimane invariato ed essi hanno probabilità 1 di successo (Bob mi-
sura la stessa quantità di Alice per lo stato entangled correlato.
Quindi a � b = x ^ y = 0 in ogni caso).
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Alice Bob

Input

Output

x y

a b

a ⊕ b = x ∧ y

a e b sono scelti da Alice 
e Bob in base agli esiti 
delle misurazioni dello 
stato |ψ⟩

Se x = y = 1 ⟶ a ≠ b
Altrimenti a = b

Scegliendo, ad esempio, a = b = 
0 si vince nel 75 % dei casi. 
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Alice Bob

Input

Basi

x=0 y=0
x=1 y=1

π
8
−

π
8Esiti misurazioni


nelle due basi
{ai,0, ai,1} {bi,0, bi,1}

x y
0 0
0 1
1 0
1 1

La condizione che Alice e Bob vincono 
se a=b si traduce nella probabilità 
che gli esiti delle misurazioni nelle 
quattro diverse basi (due per Alice e 
due per Bob) siano gli stessi per i 
primi tre casi: ; diversi 
nell’ultimo.

Psame(ai,k, bj,k)

a b
ai,0

ai,0

bi,0

ai,1

ai,1

bi,0

bi,1

bi,1

{a0, a1} {b0, b1}
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Alice Bob

Input

Basi

x=0 y=0
x=1 y=1

π
8
−

π
8Esiti misurazioni


nelle due basi
{ai,0, ai,1} {bi,0, bi,1}

|ψ⟩ =
1

2
( |00⟩ + |11⟩) è invariante per rotazioni!!!

Alice misura nella base  e lo stato collassa in una delle due possibilità. 

Supponiamo ottenga 0: allora lo stato di Bob collassa in 

{a0}
|00⟩

|ψ⟩ =
1

2
( |00⟩ + |11⟩) |00⟩

A(a0) B(b0) 0 con probabilità cos2(π/8)

La probabilità dipende 
dall’angolo tra le due basi

{a0, a1} {b0, b1}
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Alice Bob

Input

Basi

x=0 y=0
x=1 y=1

π
8
−

π
8Esiti misurazioni


nelle due basi
{ai,0, ai,1} {bi,0, bi,1}

x y
0 0
0 1
1 0
1 1

a b
a0

a0

b0

a1

a1

b0

b1

b1

P = cos2(π/8)
P = cos2(π/8)
P = cos2(π/8)
P = cos2(3π/8) = sin2(π/8)

} Psame(ai,k, bj,k) = cos2(π/8) = 85 %

{a0, a1} {b0, b1}

Pdiff = 1 − sin2(π/8) = cos2(π/8) = 85 %

Teorema di Bell
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Tecnologie quantistiche
Fine…

Chiara Macchiavello

Lidia Falomo

Massimiliano Malgieri

Claudio Sutrini



Bibliografia

Abramsky https://people.maths.ox.ac.uk/tillmann/SA-CAT17L1.pdf


Benenti, G., Casati, G., Rossini, D., & Strini, G. (2018). Principles of Quantum Computation and Information: A Comprehensive Textbook. 
World scientific.
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Abaco e sassi, computer e segnali elettronici
Somma in base 2

Vogliamo determinare delle 
regole pratiche (approccio 
a lgor i tmico) per poter 
effettuare la somma in base 
due con  sassolini e  strisce.
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Tavole di verità e rappresentazioni circuitali
Vediamo ora una possibile rappresentazione circuitale dell’operatore XOR 


A

B

A ⊕ B

C

C N

N

A

A

O
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Termodinamica del calcolo

Bennett: “Una prova della reversibilità termodinamica del calcolo richiede non solo di 
mostrare che le operazioni logicamente irreversibili possono essere evitate, ma anche di 
mostrare che, una volta che il calcolo è stato reso nel formato logicamente reversibile, 
qualche hardware effettivo, o qualche modello teorico fisicamente ragionevole, può 
eseguire la catena risultante di operazioni logicamente reversibili in modo 
termodinamicamente reversibile.” 


Bennett: “Nel diciannovesimo secolo il calcolo era pensato come un processo mentale, 
non meccanico. Di conseguenza, la termodinamica del calcolo, se qualcuno si fosse 
fermato a chiederselo, probabilmente non sarebbe sembrata più urgente come 
argomento di indagine scientifica della, diciamo, termodinamica dell'amore. Tuttavia, il 
bisogno di pensare seriamente alla termodinamica dei processi percettivi e mentali è 
stato imposto alla scienza dal famoso paradosso del demone di Maxwell.” 
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Logica reversibile

Realizzazione circuitale reversibile della somma binaria

(C = 0)

Sum

Curry
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Bennett (1982) ha fornito un esempio, utilizzando un sistema microscopico ma più realistico, 
costituito da un singolo dominio ferromagnetico.  


In questo caso il “movable bit” , posto inizialmente a zero, 
viene fatto passare attraverso un campo magnetico 
trasverso, che ne rompe la bistabilità portandolo in uno 
stato instabile,  dopodichè avvicinandosi al “data bit” esso 
viene attirato allo stato ad esso corrispondente.
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Per mostrare che la logica classica non è in grado di modellizzare la fisica quantistica torniamo

al concetto di spin e sfruttiamo quanto appreso con il dispositivo Stern-Gerlach.

z

x

Proposizione A: “La componente z dello spin è +1”

Proposizione B: “La componente x dello spin è +1”

±1σ APPROCCIO QUANTISTICO

Ipotizziamo che qualcuno o qualcosa (S-G)

a noi ignoto abbia preparato segretamente 

uno spin nello stato | ↑ ⟩z

Dalla logica classica alla logica quantistica



PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE

Probabilità classica  Probabilità quantistica≠

Scanned with CamScanner
Scanned with CamScanner

p(Si) ≥ 0, p(S) = 1
p(S1 ∪ S2 ∪ . . . ) = p(S1) + p(S2) + . . .

dove  è la probabilità che lo stato del 
sistema sia in  e gli eventi  sono 
disgiunti.

p(Si)
Si Si

p : FS ⟶ [0,1]

Dalla logica classica alla logica quantistica

σ − algebra

Ogni famiglia  di sottoinsiemi di S è una   se:

1. 

2.  ,    


3. Se 

FS σ − algebra
∅ ∈ FS

∀SA, SB, . . . ∈ FS ⋃Ai ∈ FS

SA ∈ FS, alloraSA ∈ FS

 Spazio campionario

 Risultato di una prova

 Evento (Se  si realizza l’evento )

S
s ∈ S
SA ⊆ S s ∈ SA SA



PRINCIPIO DI SOVRAPPOSIZIONE

Probabilità classica  Probabilità quantistica≠

Scanned with CamScanner

Termine di interferenza

p(S1 ∪ S2) ≠ p(S1) + p(S2)

INTERFERENZA QUANTISTICA

http://www-5.unipv.it/dida-pls/Materiali.htm
Un percorso sulla fisica quantistica basato sul metodo dei cammini di Feynman

Dalla logica classica alla logica quantistica



Dal bit al qubit

Stringhe bit

0,1

Funzioni booleane 
Porte logiche

Stringhe bit

0,1
f : {0,1}n ⟶ {0,1}m

Codifica  
informazione

Elaborazione  
informazione

Informazione 

in uscita

Preparazione Trasformazione Misurazione



Dal bit al qubit

Stringhe qubit

|0⟩, |1⟩

Operatori

unitari

Stringhe bit

0,1

Preparazione Trasformazione Misurazione

Codifica  
informazione

Elaborazione  
informazione

Informazione 

in uscita

|0⟩, |1⟩

Probabilità

Collasso



Qubit

|0⟩, |1⟩

3.2.2 Qubit ossia vettori

Abbiamo visto nello studio sul Mach-Zender che la polarizzazione è espressa
mediante dei vettori e che l’azione sui fotoni viene rappresentata mediante
delle matrici.
La teoria impone di avere vettori unitari per rappresentare uno stato a valori
nello spazio vettoriale complesso C. Dunque possiamo associare ai due stati
della base computazionale i seguenti vettori ortonormali9:

|0i ⌘

1
0

�
|1i ⌘


0
1

�
(3.2)

Verifichiamo che sono ortonormali.

Ortogonali Possiamo introdurre un prodotto scalare tra due vettori com-
plessi:

|�i · | i = h�| i =
1X

i=0

�⇤
i i

dove �⇤
i è il complesso coniugato di �i. In rappresentazione matriciale

|�i · | i = h�| i = [�⇤
0,�

⇤
1]


 0

 1

�
= �⇤

0 0 + �⇤
1 1

Il caso in esame è più semplice in quanto i coefficienti sono reali10 :

|0i · |1i = h0|1i = [1, 0]


0
1

�
= 0

Per la commutatività del prodotto scalare in R11 vale anche

|1i · |0i = 0

Dunque i due vettori sono ortogonali.

Modulo unitario Dato un vettore
!
� il suo modulo, la sua norma, per de-

finizione è la radice quadrata del prodotto scalare del vettore con se
stesso. Risulta dunque immediato verificare che |0i e |1i hanno norma
unitaria (Esercizio).

9
Modulo unitario e ortogonali

10
Da questo punto di vista gli studenti conoscono già la procedura per ottenere il pro-

dotto scalare. A lezione si potrebbe evitare tutto il formalismo complesso e passare

direttamente al caso che conoscono.
11

In C le cose sono decisamente diverse. Dovrei verificare entrambe le condizioni.
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Prodotto scalare
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Postulati prodotto scalare:

1. 

2. 

3.

⟨ψ |ϕ⟩ = ⟨ϕ |ψ⟩*
⟨ψ |aϕ + bχ⟩ = a⟨ψ |ϕ⟩ + b⟨ψ | χ⟩
⟨ψ |ψ⟩ ≥ 0

Dunque un qualsiasi qubit è un sistema quantistico a due livelli e si scrive
come combinazione lineare complessa dei due vettori appena introdotti e che
corrispondono ai valori 0 e 1 di un bit classico:

| i = ↵


1
0

�
+ �


0
1

�
=


↵
�

�
↵, � 2 C, |↵|2 + |�|2 = 1 (3.3)

Interpretiamo il formalismo appena introdotto.
Ogni qubit può essere rappresentato mediante gli elementi di una opportu-
na base ortonormale che abbiamo scelto essere B = {|0i , |1i}. Tale scelta
è totalmente arbitraria come vedremo. I coefficienti dell’equazione 3.3 si
interpretano nel seguente modo12 :

|↵|2 = | h0| i |2 = P0 |�|2 = | h1| i |2 = P1

dove P0 e P1 sono rispettivamente le probabilità che l’esito di una misura
faccia collassare il qubit | i nel qubit |0i e |1i13 (valori ±1 della misura) .

Possiamo rileggere quanto visto considerando la polarizzazione di un foto-
ne.
Indichiamo con

|Hi |V i
lo stato di un fotone polarizzato rispettivamente orizzontalmente e vertical-
mente. Un fotone polarizzato H non supererà mai un test di polarizzazione
verticale (sarà assorbito da un filtro polarizzato V ) e analogamente uno po-
larizzato V non supererà mai un test orizzontale . I due stati dunque sono
mutuamente ortogonali e posso supporli di modulo unitario: formano dunque
una base ortonormale che rappresentiamo in fig. 3.1
Possiamo anche in questo caso darne una rappresentazione matriciale in modo
necessario:

|Hi =


1
0

�
|V i =


0
1

�
(3.4)

E un generico stato di polarizzazione di un fotone è espresso dalla relazione

| i = ↵ |Hi + � |V i
12

Per la verifica si veda il paragrafo successivo sulla misura.
13

In effetti

| h0| i |2 = | h0|↵ |0i + � |1ii |2 = ... = |↵|2

e, allo stesso modo,

| h1| i |2 = | h1|↵ |0i + � |1ii |2 = ... = |�|2

40

 sono rispettivamente la probabilità di far 
collassare lo stato  in   e in  (valori  

della misura).

P0, P1

|ψ⟩ |0⟩ |1⟩ ±1

(o)

Base

|ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩
|α |2 + |β |2 = 1

α, β ∈ C
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Strumenti utili



Strumenti utili

Identità:


a11 a12
a21 a22

� 
0
1

�
=


0
1

�
(3.13)

Le condizioni sopra imposte portano immediatamente ad ottenere:

I =

1 0
0 1

�
(3.14)

Riscrivendo in notazione vettoriale17, otteniamo

I |0i = |0i I |1i = |1i

e per linearità in generale otteniamo

I | i = I(↵ |0i + � |1i) = ↵I |0i + �I |1i = ↵ |0i + � |1i = | i (3.15)

NOT Anche nel caso della porta logica classica NOT esiste un corrispettivo
quantistico: quantum NOT gate. In modo analogo a quanto fatto so-
pra, costruiremo la matrice associata a tale porta logica ponendo delle
condizioni sugli elementi della base computazionale. Naturalmente tali
condizioni sono espresse dalla necessità che tale porta agisca su ciascun
qubit della base mandandolo nell’altro:


a11 a12
a21 a22

� 
1
0

�
=


0
1

�
(3.16)


a11 a12
a21 a22

� 
0
1

�
=


1
0

�
(3.17)

Anche in questo caso è immediato verificare che la matrice corrispon-
dente risulta essere

X =


0 1
1 0

�
(3.18)

Per linearità si dimostra immediatamente che

X

↵
�

�
=


�
↵

�
(3.19)

Ragionando in termini di polarizzazione, tale porta logica trasforma
un fotone polarizzato H in uno polarizzato V e viceversa. Possiamo
ottenere questo con una lamina a mezza lunghezza d’onda (� = 45�).

17
È importante che si sappia passare da una notazione all’altra con una certa

disinvoltura.
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I = |ψ⟩ ⟼ |ψ⟩
|0⟩ |0⟩

|1⟩ |1⟩
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disinvoltura.
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|0⟩ |1⟩

|1⟩ |0⟩
α |0⟩ + β |1⟩ ⟼ α |1⟩ + β |0⟩

Hadamard
H

e 
a11 a12
a21 a22

� 
0
1

�
=

1p
2


1

�1

�
(3.21)

Svolgendo i calcoli si trova immediatamente che

H =
1p
2


1 1
1 �1

�
(3.22)

Ragionando in termini di polarizzazione, tale porta logica trasforma un
fotone polarizzato H in uno polarizzato |45�i e uno polarizzato V in
uno polarizzato |�45�i. Possiamo ottenere questo con una lamina a
mezza lunghezza d’onda (� = ±22.5�).

Da un punto di vista circuitale utilizziamo la seguente rappresenta-
zione:

Figura 3.6: Rappresentazione circuitale della HADAMARD gate

PHASE FLIP Esiste inoltre un’altra matrice che lascia invariato il qubit
|0i e cambia il segno a |1i ossia

Z =


1 0
0 �1

�

che dunque agisce cambiando in questo modo:

|0i 7�! |0i

|1i 7�! � |1i

Questo cambio di segno davanti al qubit |1i come vedremo non ha alcu-
na rilevanza dal punto di vista della misura e quindi dal punto di vista
delle probabilità di un eventuale superamento di un test successivo, ma
permetterà di giocare con l’interferenza e ottenere risultati importanti
per la realizzazione dei circuiti quantistici.

46

|0⟩
1

2
( |0⟩ + |1⟩)

|1⟩
1

2
( |0⟩ − |1⟩)

α |0⟩ + β |1⟩ ⟼ α | + ⟩ + β | − ⟩

Phase flip (Z):
Z

e 
a11 a12
a21 a22

� 
0
1

�
=

1p
2


1

�1

�
(3.21)

Svolgendo i calcoli si trova immediatamente che

H =
1p
2


1 1
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�
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fotone polarizzato H in uno polarizzato |45�i e uno polarizzato V in
uno polarizzato |�45�i. Possiamo ottenere questo con una lamina a
mezza lunghezza d’onda (� = ±22.5�).

Da un punto di vista circuitale utilizziamo la seguente rappresenta-
zione:

Figura 3.6: Rappresentazione circuitale della HADAMARD gate

PHASE FLIP Esiste inoltre un’altra matrice che lascia invariato il qubit
|0i e cambia il segno a |1i ossia

Z =


1 0
0 �1

�

che dunque agisce cambiando in questo modo:

|0i 7�! |0i

|1i 7�! � |1i

Questo cambio di segno davanti al qubit |1i come vedremo non ha alcu-
na rilevanza dal punto di vista della misura e quindi dal punto di vista
delle probabilità di un eventuale superamento di un test successivo, ma
permetterà di giocare con l’interferenza e ottenere risultati importanti
per la realizzazione dei circuiti quantistici.
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UI =

2

664
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3

775

• se f(x) = x, ossia se f è la negazione (f(0) = 1 e f(1) = 0), allora
l’operatore UX agisce nel seguente modo
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• se f(x) = 0, ossia se f è sempre vera, allora l’operatore UT (T=true)
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2

664
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3

775

7
La matrice si può immediatamente costruire pensando che deve scambiare tra loro il

terzo e il quarto vettore della base computazionale. Per far questo basta invertire la terza

e la quarta riga della matrice identica. Analogamente per le altre matrici necessarie ad

implementare l’algoritmo.
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
0
1

�
(3.13)

Le condizioni sopra imposte portano immediatamente ad ottenere:

I =

1 0
0 1

�
(3.14)

Riscrivendo in notazione vettoriale17, otteniamo

I |0i = |0i I |1i = |1i

e per linearità in generale otteniamo

I | i = I(↵ |0i + � |1i) = ↵I |0i + �I |1i = ↵ |0i + � |1i = | i (3.15)

NOT Anche nel caso della porta logica classica NOT esiste un corrispettivo
quantistico: quantum NOT gate. In modo analogo a quanto fatto so-
pra, costruiremo la matrice associata a tale porta logica ponendo delle
condizioni sugli elementi della base computazionale. Naturalmente tali
condizioni sono espresse dalla necessità che tale porta agisca su ciascun
qubit della base mandandolo nell’altro:


a11 a12
a21 a22

� 
1
0

�
=


0
1

�
(3.16)


a11 a12
a21 a22

� 
0
1

�
=


1
0

�
(3.17)

Anche in questo caso è immediato verificare che la matrice corrispon-
dente risulta essere

X =


0 1
1 0

�
(3.18)

Per linearità si dimostra immediatamente che

X

↵
�

�
=


�
↵

�
(3.19)

Ragionando in termini di polarizzazione, tale porta logica trasforma
un fotone polarizzato H in uno polarizzato V e viceversa. Possiamo
ottenere questo con una lamina a mezza lunghezza d’onda (� = 45�).

17
È importante che si sappia passare da una notazione all’altra con una certa

disinvoltura.
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H

Da un punto di vista circuitale utilizziamo la seguente rappresentazio-
ne:

Figura 3.5: Rappresentazione circuitale della quantum NOT gate

OSSERVAZIONE 3.1. In logica classica non ci sono altre porte logiche
che agiscono su un singolo bit. Ma la fisica quantistica ha in più il
principio di sovrapposizione e in qualche modo dobbiamo tenerne conto.
Dunque esisteranno altre porte logiche a un singolo qubit18.

PORTA DI HADAMARD Come abbiamo visto la profonda differenza
tra la meccanica classica e quella quantistica è incarnata nel principio
di sovrapposizione. Questo significa che, non solo avremo i due qubit
della base computazionale |0i e |1i, ma anche tutte le infinite combi-
nazioni lineari complesse ↵ |0i + � |1i. Un caso particolare che tornerà
estremamente utile e di cui abbiamo già parlato introducendo le basi
non computazionali, è quello in cui i due stati della sovrapposizione
sono equiprobabili:

|+i = 1p
2
(|0i + |1i)

|�i = 1p
2
(|0i � |1i)

Vogliamo trovare una porta logica, una matrice, in modo tale che

|0i 7�! |+i

|1i 7�! |�i
Questa matrice rappresenta l’interferenza quantistica di cui abbiamo
già parlato e che risulterà fondamentale per la realizzazione degli algo-
ritmi quantistici.
Formalmente abbiamo bisogno che


a11 a12
a21 a22

� 
1
0

�
=

1p
2


1
1

�
(3.20)

18
In realtà ogni matrice unitaria 2x2 specifica una porta logica quantistica valida.

Noi introdurremo per il momento quelle che ci serviranno per lo sviluppo della nostra

trattazione.
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Si dimostra quindi che se

 è costante f P(0) = 1
 è bilanciata f P(1) = 1

Abbiamo implementato  UNA SOLA VOLTA!!!f

L’interferenza è tale che se la funzione è 
costante lo stato è trasformato in , 

altrimenti in 
|0⟩

|1⟩

La porta di Hadamard permette di generare 
uno stato che risulta sovrapposizione di tutti 

quelli che codificano le informazioni

N.B. L’operatore  ha potuto agire 


contemporaneamente su tutti gli stati: 
parallelismo quantistico. 
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Algoritmo di Deutsch -Jozsa

Generalizzazione!
RAPINA IN BANCA 

Sei stato assoldato per rapinare una banca celebre per le sue strutture di 
sicurezza.  
La banca è divisa in molti caveaux in ciascuno dei quali ci sono 8 enormi 
lingotti d’oro. 

Il capo della banda è venuto a sapere che in ogni stanza o tutti i lingotti sono 
falsi o metà sono falsi e metà sono veri. Purtroppo la falsità o l’autenticità dei 
lingotti può essere verificata con apparecchiature troppo sofisticate da poter 
essere trasportate durante la rapina.  
Anche i dipendenti della banca non possono riconoscerne l’autenticità o meno. 
Per evitare che una mappa dei lingotti veri possa essere copiata o rubata, il 
direttore della banca ha deciso di installare un computer (quantistico) in ogni 
stanza. Ogni lingotto può essere codificato in modo ovvio con dei qubit 

Il computer ha un programma che funziona in questo modo: l’impiegato 
inserisce su tre registri i qubit corrispondenti al lingotto scelto e su un quarto 
un qubit ; se il lingotto è autentico allora al quarto qubit viene applicato un 
NOT altrimenti no. Quindi se l’impiegato vede 0 sullo schermo del computer sa 
che il lingotto è vero; altrimenti è falso. I primi tre qubit invece riescono 
esattamente come sono entrati . 1

 

|1⟩

 Possiamo inventarci una porta logica di nome TNOT-gate, ossia una TRUE-NOT gate.1

|000⟩ |001⟩ |111⟩|011⟩ |101⟩ |110⟩|100⟩|010⟩

|000⟩ |001⟩ |111⟩|011⟩ |101⟩ |110⟩|100⟩|010⟩

V F

|0⟩
|0⟩
|0⟩
|1⟩

Esempi ed esercizi

HX HZ1)

2) Dimostrare che  e che  sia con il calcolo matriciale che in   
    notazione di Dirac.

HXH = Z HZH = X

3) Abbiamo già introdotto le matrici di Pauli 

Self-Guided Tour: Ubiquitous Pauli matrices

The eigenvectors of the Pauli

matrices recur su�ciently often

that we have a special notation

for them: |0Í and |1Í for Z, |+Í
and |≠Í for X and |öÍ and |œÍ
for Y .

Two operators A and B

commute if

AB ≠ BA = 0,

and they anticommute if

AB + BA = 0.

We denote these

by[A, B] = 0 and {A, B} =

0, respectively.

(Anti)-Commutation

2.5 Self-Guided Tour: Ubiquitous Pauli matrices
The three Pauli matrices ‡1 © ‡x © X, ‡2 © ‡y © Y , and ‡3 © ‡z © Z, here supple-
mented by the identity matrix 1 (sometimes denoted by ‡0), play an important role in
many applications of quantum theory.

The Pauli Matrices

1 =
C

1 0
0 1

D
X =

C
0 1
1 0

D

bit flip

Y =
C

0 ≠i

i 0

D
Z =

C
1 0
0 ≠1

D

phase flip

Two of the Pauli gates should be already familiar; the Z gate is a special phase gate
with Ï = fi and the X gate is the logical not gate. The two gates X and Z are often
referred to as the bit flip and the phase flip respectively, and we will use this terminology
later on, particularly when we discuss quantum error correction.

Example 2.11: For each ‡ œ {1, X, Y, Z}, calculate:

(i) the Hermitian conjugate;

(ii) ‡2;

(iii) the trace Tr(‡) and determinant det(‡);

(iv) the eigenvalues and eigenvectors;

(v) H‡H, where H is the Hadamard.

Example 2.12:

(i) Verify the anti-commutation relations

XY + Y X = 0

XZ + ZX = 0

Y Z + ZY = 0.

(ii) What is XY written in terms of Pauli matrices?

(iii) What is XY 57X19ZY ?

Example 2.13: The Levi-Civita symbol is defined as

Áijk =

Y
___]

___[

+1 if (i, j, k) is (1, 2, 3), (2, 3, 1), or (3, 1, 2),

≠1 if (i, j, k) is (3, 2, 1), (1, 3, 2), or (2, 1, 3),

0 if i = j, or j = k, or k = i

That is, Áijk is 1 if (i, j, k) is an even permutation of (1, 2, 3), ≠1 if it is an odd
permutation, and 0 if any index is repeated. Show that the algebraic properties of

12

Dimostrare che 

Self-Guided Tour: Ubiquitous Pauli matrices

The eigenvectors of the Pauli

matrices recur su�ciently often

that we have a special notation

for them: |0Í and |1Í for Z, |+Í
and |≠Í for X and |öÍ and |œÍ
for Y .

Two operators A and B

commute if

AB ≠ BA = 0,

and they anticommute if

AB + BA = 0.

We denote these

by[A, B] = 0 and {A, B} =

0, respectively.

(Anti)-Commutation

2.5 Self-Guided Tour: Ubiquitous Pauli matrices
The three Pauli matrices ‡1 © ‡x © X, ‡2 © ‡y © Y , and ‡3 © ‡z © Z, here supple-
mented by the identity matrix 1 (sometimes denoted by ‡0), play an important role in
many applications of quantum theory.

The Pauli Matrices

1 =
C

1 0
0 1

D
X =

C
0 1
1 0

D

bit flip

Y =
C

0 ≠i

i 0

D
Z =

C
1 0
0 ≠1

D

phase flip

Two of the Pauli gates should be already familiar; the Z gate is a special phase gate
with Ï = fi and the X gate is the logical not gate. The two gates X and Z are often
referred to as the bit flip and the phase flip respectively, and we will use this terminology
later on, particularly when we discuss quantum error correction.

Example 2.11: For each ‡ œ {1, X, Y, Z}, calculate:

(i) the Hermitian conjugate;

(ii) ‡2;

(iii) the trace Tr(‡) and determinant det(‡);

(iv) the eigenvalues and eigenvectors;

(v) H‡H, where H is the Hadamard.

Example 2.12:

(i) Verify the anti-commutation relations

XY + Y X = 0

XZ + ZX = 0

Y Z + ZY = 0.

(ii) What is XY written in terms of Pauli matrices?

(iii) What is XY 57X19ZY ?

Example 2.13: The Levi-Civita symbol is defined as

Áijk =

Y
___]

___[

+1 if (i, j, k) is (1, 2, 3), (2, 3, 1), or (3, 1, 2),

≠1 if (i, j, k) is (3, 2, 1), (1, 3, 2), or (2, 1, 3),

0 if i = j, or j = k, or k = i

That is, Áijk is 1 if (i, j, k) is an even permutation of (1, 2, 3), ≠1 if it is an odd
permutation, and 0 if any index is repeated. Show that the algebraic properties of

12

X2 = Y2 = Z2 = H2 = I (Involutorie),

HYH = − Y,

|0⟩
|1⟩
|0⟩
|1⟩
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Generalizzazione!
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|000⟩ |001⟩ |111⟩|011⟩ |101⟩ |110⟩|100⟩|010⟩

V F

|0⟩
|0⟩
|0⟩
|1⟩

Esempi ed esercizi

HX HZ1)

2) Dimostrare che  e che  sia con il calcolo matriciale che in   
    notazione di Dirac.

HXH = Z HZH = X

3) Abbiamo già introdotto le matrici di Pauli 
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Codifica: 2 qubit 

Antonio 

Carlo     

Luigi      

Stefano  

⟶ |0⟩ |0⟩
⟶ |0⟩ |1⟩
⟶ |1⟩ |0⟩
⟶ |1⟩ |1⟩

Codifica: 2 bit 

Antonio 

Carlo     

Luigi      

Stefano  

⟶ (0,0)
⟶ (0,1)
⟶ (1,0)
⟶ (1,1)

 viene implementata una sola voltaf

Lov Grover, 1996

Algoritmo di Grover



|1⟩

|ψ1⟩ = [ 1
2 ( |0⟩ |0⟩ + |0⟩ |1⟩ − |1⟩ |0⟩ + |1⟩ |1⟩)] Misura P(0,0) = P(1,0) = P(0,1) = P(1,1)

|ψfin⟩ = − |1⟩ |0⟩ Misura P(1,0) = 1

Possiamo rileggere quanto visto 
da un punto di vista geometrico

Abbiamo implementato  UNA SOLA VOLTA!!!f

Algoritmo di Grover
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Entanglement

   “The deep ways that quantum information differs from classical information involve the             
   properties, implications, and uses of quantum entanglement.” (J. Preskill, 2009)

 “The entanglement is the characteristic trait of Quantum Mechanics, the one that enforces its 
entire departure from classical line of thoughts.” (E. Schroedinger, 1935)
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Sistemi composti

Il punto di partenza di questa secondo ciclo di incontri è il ruolo dei sistemi 
composti e la profonda differenza tra il caso classico e quello quantistico

SISTEMI COMPOSTI CLASSICI

A = A1 × A2 × . . . × An
Lo spazio degli stati complessivo è 
sempre il prodotto di n sottospazi

La conoscenza del sistema composto 
implica la conoscenza delle sue parti.

L’utilizzo della probabilità è dovuto solo 
ad ignoranza sul sistema. (Correlazioni 
classiche)

SISTEMI COMPOSTI QUANTISTICI

H = ⊗n
l=1 Hl

In generale non è possibile ottenere un 
singolo vettore di stato come prodotto di n 
vettori corrispondenti agli n sottosistemi

La conoscenza del sistema composto non 
permette la conoscenza delle sue parti.

L’utilizzo della probabilità è intrinseco alla 
t e o r i a q u a n t i s t i c a ( C o r r e l a z i o n i 
quantistiche: non località)
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Sistemi composti: il caso classico
⟨AB⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩ = − 1

Da un punto di vista probabilistico questo 
significa che la probabilità non fattorizza. 

P(a, b) ≠ pA(a) ⋅ pB(b)

Se considerassimo invece due coppie di scatole 
(due eventi indipendenti)

⟨AB⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩ = 0

P(a, b) = pA(a) ⋅ pB(b)

L’utilizzo della probabilità è dovuto al fatto che in origine non sappiamo quale 
biglia ci sia in ciascuna scatola. Ma in linea di principio potremmo guardare di 
nascosto senza per questo alterare l’esito delle successive misurazioni.

Se facessimo così potremmo conoscere il sistema composto e questa  
conoscenza implica, naturalmente, la conoscenza delle sue singole parti. La 
conoscenza sul sistema completo implica la conoscenza completa sulle singole 
parti.
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Analizziamo alcuni stati quantistici

Sistemi composti: stati separabili

Consideriamo lo stato ottenuto 

mediante il seguente circuito:

|ψ⟩ =
1
2

( |0⟩ |0⟩ + |1⟩ |0⟩ − |0⟩ |1⟩ − |1⟩ |1⟩)|ψ⟩ =
1

2
( |0⟩A + |1⟩A) ⊗

1

2
( |0⟩B − |1⟩B)

H

HX

|0⟩

|0⟩

A
B

Lo stato prodotto è il risultato di due 
preparazioni totalmente indipendenti da 
parte di A e B, in cui ciascuno utilizza il 
proprio apparato sperimentale per preparare 
lo stato fisico.

Definizione: Uno stato  è detto stato prodotto o separabile se possiamo trovare due 
stati  rispettivamente negli spazi di Alice e Bob tali che 


|ψ⟩
|ϕ⟩A , |ϕ⟩B

|ψ⟩ = |ϕ⟩A ⊗ |ϕ⟩B
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|ψ⟩AB = αγ |00⟩ + αδ |01⟩ + βγ |10⟩ + βδ |11⟩

Sistemi composti: stati entangled

Gli stati prodotto non sono gli unici che vivono nello spazio composto

Più in generale infatti uno stato avrà la forma (combinazione lineare complessa di elementi  
                                                                   della base)
|ψ⟩AB = a |00⟩ + b |01⟩ + c |10⟩ + d |11⟩

Con la conseguente condizione di normalizzazione a*a + b*b + c*c + d*d = 1
e una sola fase globale da ignorare sei parametri reali Esistono stati 


non separabili

Esistono stati che non possono essere 
preparati indipendentemente da Alice 
e da Bob.

STATI ENTANGLED



|ψ⟩AB = αγ |00⟩ + αδ |01⟩ + βγ |10⟩ + βδ |11⟩

α*α + β*β = 1 γ*γ + δ*δ = 1

|ψ⟩AB = a |00⟩ + b |01⟩ + c |10⟩ + d |11⟩

a*a + b*b + c*c + d*d = 1

Stati prodotto Stati max. entangled
Ogni sottosistema è descritto 
in modo comp le to . Non 
esistono correlazioni tra i 
sottosistemi.

Il sistema composto è conosciuto in modo 
completo. Nessuna conoscenza sui 
sottosistemi. Correlazioni.

Vettore di stato: 


Normalizzazione:

Vettore di stato: 

            

Normalizzazione:

La probabilità si fattorizza La probabilità non si fattorizza

Valori di aspettazione: Valori di aspettazione:

Correlazione: Correlazione:

P(A, B) = P(A) ⋅ P(B)

⟨X⟩2 + ⟨Y⟩2 + ⟨Z⟩2 = 1

⟨ZBZA⟩ − ⟨ZB⟩⟨ZA⟩ = 0

P(A, B) ≠ P(A) ⋅ P(B)

⟨Z⟩ = ⟨X⟩ = ⟨Y⟩ = 0
⟨ZBZA⟩, ⟨XBXA⟩, ⟨YBYA⟩ = ± 1

⟨ΣBΣA⟩ − ⟨ΣB⟩⟨ΣA⟩ = ± 1

Ex . |ψ11⟩ =
1

2
( |01⟩ − |10⟩)

PLS 2020-2021 - Università degli studi di Pavia - Fisica

Sistemi composti: stati prodotto e stati entangled
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Entanglement: spooky action!

1

2
( | ↑ ⟩A | ↑ ⟩B + | ↓ ⟩A | ↓ ⟩B) ⟶ | ↑ ⟩A | ↑ ⟩B

Possiamo interpretare questo dicendo che 
dopo la misura effettuata da uno dei due 
(Alice o Bob non conta) lo stato collassa e, 
se i due fossero sufficientemente lontani e in 
modo che uno sia leggermente più distante 
dell’altro, la prima misurazione avrebbe 
l’effetto di determinare anche l’esito della 
seconda, questa volta con assoluta certezza.

NON LOCALITÀ
Come è possibile che le proprietà di un 
sistema (possedere oggettivamente la 
proprietà) possano essere influenzate 
istantaneamente a distanza?
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Ipotesi:

 
R (realtà): Se, senza disturbare in alcun modo un sistema è possibile prevedere con 
certezza il risultato di una misurazione di una osservabile del sistema, allora esiste 
un elemento di realtà associato all’osservabile in questione, o equivalentemente, il 
sistema possiede oggettivamente (indipendentemente da qualsiasi osservatore, dal 
fatto che la misurazione sia effettuata o meno) la relativa proprietà.


LE (Località einsteiniane): Gli elementi di realtà fisica posseduti oggettivamente da 
un sistema non possono venire influenzati istantaneamente a distanza.

L’elettrone 2 aveva prima e 
i n d i p e n d e n t e m e n t e d a l l a 
misurazione la proprietà spin-
down Z e spin-down X.

R + LE

Peculiarità correlazioni quantistiche (spin)
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Poiché richieste naturali e ovvie ci hanno portato a concludere che l’elettrone 2 possiede 
simultaneamente proprietà incompatibili ( ) questo significa che, di fatto, anche se non 
risulta possibile determinare con precisione arbitraria queste proprietà, esse ciò nondimeno 
devono essere considerate come possedute oggettivamente dal sistema. Ma la MQ nega questa 
possibilità e lo stato non contiene alcun elemento formale che possa specificare queste proprietà.

[σX,2, σZ,2] ≠ 0

La MQ è una teoria basilarmente incompleta, essa non è in grado di descrivere, non lascia spazio 
per rendere conto di elementi di realtà fisica che si devono riconoscere come posseduti da un 
sistema fisico. 

Analogamente: l’elettrone 2 ha prima della misura, la proprietà spin-down Z. Ma lo stato è 
invariante per rotazioni e non contiene informazioni su spin-down Z. Ma la teoria asserisce che 
lo stato rappresenta il massimo dell’informazione possibile. Quindi la teoria è incompleta.

Peculiarità correlazioni quantistiche (spin)
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La probabilità in MQ è dello stesso tipo di quella in MC. 
Basta aggiungere delle variabili nascoste!

“…la teoria statistica dei quanti avrebbe, nel quadro della fisica 
futura, assunto una posizione approssimativamente analoga 
alla meccanica statistica nel quadro della meccanica classica" 

Speranza di Einstein

Entanglement: spooky action!

Un decennio dopo la morte di Einstein, John Bell infranse questo sogno: qualsiasi completamento 
della meccanica quantistica con variabili nascoste sarebbe incompatibile con la causalità relativistica! 
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Teorema di Bell

Teorema: la meccanica quantistica non può essere sia locale che controfattuale-   
                definita.

Locale: una teoria in cui i risultati di 
un esperimento su un sistema sono 
indipendenti dalle azioni compiute su 
un sistema diverso che non ha alcuna 
connessione causale con il primo 
(località alla Einstein).

Controfattuale-definita: una teoria i 
cui esperimenti scoprono proprietà 
preesistenti, in cui ha senso assegnare 
una proprietà a un sistema (per 
esempio la posizione di un elettrone) 
indipendentemente dal fatto che la 
misurazione di tale proprietà sia stata 
effettuata.

Per dimostrare questo teorema, Bell ha fornito una disuguaglianza (riferita alle correlazioni dei risultati di 
misura) che è soddisfatta da tutte le teorie che sono sia locali che controfattuali-definite. Ha poi dimostrato che 
la meccanica quantistica viola questa disuguaglianza, e quindi non può essere locale e controfattuale-definita.
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Disuguaglianza di Bell
(a) L'area tratteggiata rappresenta la probabilità che 
la proprietà A del primo oggetto e B del secondo 
siano uguali (entrambe 1 o entrambe 0): . 
L'area bianca rappresenta la probabilità che siano 
diverse: . L'intero cerchio ha area 1  

.  
(b) L'area grigia rappresenta la probabilità che A e C 
siano uguali, e l'area non grigia rappresenta la 
probabilità che A e C siano diversi. Se A del primo 
oggetto è diverso sia da B che da C del secondo 
(area a bolle), allora B e C del secondo oggetto 
devono essere uguali. Quindi, la probabilità che B e C 
siano uguali deve essere maggiore (o uguale) all'area 
a bolle: poiché B è lo stesso per i due oggetti, 

 deve essere maggiore (o uguale) all'area a 
bolle.  
(c) La quantità  è 
quindi maggiore (o uguale) alla somma delle aree 
tratteggiata + grigia + a bolle, che è a sua volta 
maggiore (o uguale) al cerchio completo di area 1: 
questo prova la disuguaglianza di Bell. 

Psame(A, B)

Pdiff(A, B)
Psame(A, B) + Pdiff(A, B) = 1

Psame(B, C)

Psame(A, B) + Psame(B, C) + Psame(A, C)

Psame(A, B) + Pdiff(A, B) = 1

Pdiff(A, B)
Pdiff(A, B and C)

Pdiff (A, B and C)
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Entanglement: segnali superluminali?

…Questo fotone è amplificato dal tubo di amplificazione in N 
fotoni polarizzati  V che sono separati dal beam splitter neutro in 
due pacchetti di circa N/2 fotoni ciascuno…

È implicito il riferimento alla 
possibilità di clonare stati!!!

N.B. Non entriamo 
n e l d e t t a g l i o 
dell’apparato perché 
n e v e d r e m o u n a 
versione semplificata. 
R i m a n d i a m o 
c o m u n q u e a l l a 
bibliografia 

Foundations of Physics
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Teorema di non clonazione

Teorema: non è possibile costruire una macchina che operi una 
trasformazione unitaria e sia in grado di clonare un generico stato di 
un qubit.

dim: esista una macchina in grado di clonare i qubit e |0⟩ |1⟩

U : |0⟩ ⟼ |0⟩ |0⟩
U : |1⟩ ⟼ |1⟩ |1⟩

allora scelto  otteniamo  da cui|ψ⟩ =
1

2
( |0⟩ + |1⟩) U |ψ⟩ = |ψ⟩ |ψ⟩

U |ψ⟩ =
1

2
( |0⟩ + |1⟩) ⊗

1

2
( |0⟩ + |1⟩) =

1
2

( |00⟩ + |01⟩ + |10⟩ + |11⟩)

D’altronde per linearità della teoria

U |ψ⟩ = U
1

2
( |0⟩ + |1⟩) =

1

2
(U |0⟩ + U |1⟩) =

1

2
( |00⟩ + |11⟩)

≠
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Dense-coding

2 bit 
 classici

1 qubit canale  
quantistico

Sorgente  
coppie EPR

2 bit 
 classici

Sorgente  
coppie EPR

Codifica di  
Alice

IA, ZA, XA, iYA

RAPPRESENTAZIONE CIRCUITALE

|0⟩

|0⟩

Decodifica di  
Bob

.Consideriamo una sorgente di coppie EPR che invii ad Alice un qubit e a Bob l’altro della coppia. Alice può codificare i propri due bit 
classici grazie alla proprietà che uno stato massimamente entangled di Bell può essere trasformato in uno qualsiasi degli altri tre 
facendo agire localmente una delle quattro matrici di Pauli (Identità compresa). In questo modo Alice può inviare il proprio qubit a Bob 
il quale a questo punto esegue una misura nella base di Bell e ottiene in questo modo la decodifica dell’informazione inviata da Alice. 
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Teletrasporto quantistico

H

H

U

|ψ⟩

|0⟩

|0⟩ |ψ⟩

{A

B

2004
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Crittografia classica: dall’antichità al Novecento
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Crittografia classica: sostituzione monoalfabetica

complementare alla cifratura per trasposizione: in questa, ogni carattere alfabetico
mantiene la sua identità ma cambia di posto; nella sostituzione esso cambia identità
ma conserva il suo posto.

Il primo esempio documentato di impiego militare della cifratura per sostituzione si
trova nel De bello gallico di Giulio Cesare. L’autore racconta del riuscito invio di un
messaggio a Cicerone, assediato e sul punto di arrendersi. La cifratura comportò
l’uso di caratteri dell’alfabeto greco al posto di quelli latini. Il recapito, che fu
drammatico, è descritto con ricchezza di particolari:

Fu raccomandato al messaggero, se non avesse potuto avvicinarsi, di scagliare un giavellotto col
messaggio fissato alla punta oltre la recinzione dell’accampamento… Sentendosi in pericolo, il Gallo
scagliò il giavellotto come gli era stato ordinato. Per caso esso si conficcò in una torre, e per due
giorni nessun nostro soldato lo notò; il terzo giorno fa scorto da un milite, recuperato e consegnato a
Cicerone. Egli lesse il messaggio e, passando in rassegna le truppe, annunciò il suo contenuto con
gran gioia di tutti.

Cesare ricorreva così spesso alla scrittura in codice che Valerio Probo dedicò ai
suoi cifrari un intero trattato - il quale, purtroppo, non ci è pervenuto. Tuttavia, grazie
alla Vita dei Cesari di Svetonio, un’opera del II secolo d.C., disponiamo della
descrizione precisa di un’altra scrittura segreta per sostituzione usata dal grande
generale. Si tratta del semplice scambio di ogni lettera del messaggio con quella tre
posti più avanti nell’alfabeto, come mostrato nella figura 3. I crittografi usano
ragionare in termini di alfabeto chiaro - quello ordinario, usato per il testo originale
- e di alfabeto cifrante - quello che si ottiene sostituendo ogni lettera dell’alfabeto
chiaro con la lettera che la rimpiazza nel crittogramma. Nel caso in questione,
riproducendo il primo alfabeto sopra il secondo appare evidente che l’alfabeto
cifrante non è altro che l’alfabeto ordinario spostato a destra di tre posti. Questo
tipo di sostituzione è anche nota come cifratura di Cesare. «Cifratura» è il termine
che designa qualunque tipo di sostituzione crittografica in cui una lettera è rimpiazzata
da un’altra lettera o da un simbolo.

Cifrario di Cesare

Vita dei Cesari,  
Svetonio (II sec. a.C.)

Mathematically we have the alphabet A = {1, 2, ...k, ..., 26}, and a func-
tion

f : A �! A

i 7�! i+ j (mod k)

We say that Alice encrypt her plain text in a cypher text, using a secret key
(In our case the key is j).
In this situation it is need that alice first of all communicate the
key to Bob over a secure channel, assumed inaccessible over an
eavesdropper Eve. After this Alice sends the cypher text to Bob
over an insecure channel .

An interesting variant of this cypher is replacing the k letters of the al-
phabet with one of their k! possible permutations.

This code is easy to break because a simple statistical analysis of the cy-
pherr that analyzes the frequency of letters in a language is sufficient to
break the code.

8.1.2 The Vernam cypher

The first exemple2 of unbreakable code was the Vernam cyper that invented
in 1917 by Gilbert Vernam. But the domonstration of its unbreakability was
achieved more than thirty years later by Shannon.

The Vernam cypher protocol is the following:

1. the plain text is written as a binary sequence of 0’s and 1’s;

2. the secret key is a completely random binary sequence of the same
lenght as the plain text;

3. the cypher text is obtained by adding the secret key bitwise modulo 2
to the plain text

The cypher is unbreakable provided that the key is completely random, since
in this case also the cyber text is completely random. We stress that the key
must be used only once (One time pad! ) (Exercise: why?).

Therefore the main problem of cryptogrsphy is the distribution of the se-
cret key and not the trasmission of cypher text. Since Eve could find a way

2
Per un esempio vedi cifrari perfetti

129

A = {a, b, c, . . . , z} Alfabeto di k caratteri
j chiave

Mittente e destinatario

devono possedere la chiave!

Possiamo immaginare una versione meno semplice da 
decifrare: sostituzione del tutto generica. 

21! possibili chiavi

Con l’algoritmo di Grover le 
potremmo testare in pochi 
minuti!!!
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Crittografia classica: sostituzione polialfabetica
Leon Battista Alberti


XV secolo

Ebbe per primo l’idea di cifrare 
usando più di un alfabeto, ma non lo 
fece diventare una tecnica definita.

Blaise de Vigenère

XVI secolo

termini, la continua sostituzione degli alfabeti cifranti dev’essere effettuata non a
casaccio, ma in base a una regola precisa. Quest’ultima è riassunta da una parola o
frase chiave. Per illustrare in che modo la chiave e la tavola possono essere usate
per crittare un breve messaggio, cifriamo spostare truppe su cima est adoperando
MONTE come chiave. In primo luogo, la chiave va scritta sopra il messaggio più
volte di seguito senza spazi liberi, in modo che a ogni lettera del messaggio
corrisponda una lettera della chiave. Il testo in cifra è poi generato in questo modo.
Per crittare la prima lettera del messaggio, s, controlliamo quale lettera della parola-
chiave le corrisponde nella riga superiore. Si tratta di M, che definisce una specifica
riga della tavola di Vigenère: quella che comincia con M, cioè la dodicesima.
L’alfabeto cifrante che forma questa riga sarà quindi quello che useremo per
sostituire la prima lettera del testo chiaro. La sostituzione si effettua individuando la
colonna s, cioè quella la cui prima lettera è s; e cercando la sua intersezione con la
riga M. L’intersezione corrisponde a una casella, che contiene il carattere E. Crittare
s col sistema di Vigenère usando la riga M, significa quindi rimpiazzare s con E.

Per crittare la seconda lettera del testo chiaro, si procede allo stesso modo. La
lettera sopra p è O, quindi la cifratura si basa sulla riga O (la quattordicesima della
tavola). Per crittare p, cerchiamo sulla prima riga la colonna p, quindi la casella
corrispondente all’intersezione di questa colonna con la riga O. La casella contiene
la lettera D; questo sarà quindi il secondo carattere del crittogramma. Ogni lettera
della parola-chiave definisce un alfabeto cifrante della tavola di Vigenère; poiché la
chiave è formata da cinque lettere diverse, il mittente cifra il messaggio usando
cinque righe della tavola, passando da una riga all’altra nello stesso ordine in cui le
lettere si succedono nella chiave. Dopo la quinta riga, quella della E, si torna alla riga
della M e il ciclo si ripete. Una parola-chiave più lunga, o una frase-chiave,
potrebbero coinvolgere un maggior numero di righe, aumentando la complessità
della cifratura. La tavola 4 mostra una tavola di Vigenère, in cui sono evidenziate le
cinque righe (i cinque alfabeti cifranti) definiti dalla chiave MONTE.

Tavola 4 Tavola di Vigenère con in evidenza le righe definite dalla parola-chiave MONTE. La cifratura si
effettua passando da uno all’altro dei cinque alfabeti definiti da M, O, N, T, E.

Se per crittare l’intero messaggio il mittente adoperasse un solo alfabeto cifrante,
saremmo di fronte a una normale cifratura di Cesare, cioè a una scrittura segreta
debole, che un intercettatore nemico interpreterebbe con facilità. Ma la cifratura di
Vigenère comporta che per ciascuna lettera del messaggio si usi una diversa riga
della tavola (cioè un diverso alfabeto cifrante). Per esempio, il mittente potrebbe
crittare la prima lettera in base alla riga 5, la seconda in base alla riga 14, e così via.

Perché il messaggio possa esser decifrato, è indispensabile che il destinatario
sappia quale riga della tavola di Vigenère è stata usata per ciascuna lettera; in altri

Rimase inviolato fino a metà Ottocento

(Storia dei crittogrammi di Bale!!!)
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Crittografia classica: crittografia con calcolatori
3. La terza, e forse più importante, differenza è che un computer scambia e traspone numeri anziché caratteri 
alfabetici.

Prima della cifratura un messaggio dev’essere convertito in cifre binarie06/03/21, 21:59PDF.js viewer

Pagina 252 di 404https://wiac.info/viewer/web/viewer.html?file=https%3A%2F%…6%3Fdata_code%3D0865b1c5df16efa1e1277a19e9005a77#zoom=auto

American Standard Code for 
Information Interchange 
(ASCII)

Ciao = 1000011 1001001 1000001 1001111

Matematici e scienziati 
prendono il posto dei linguisti.
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Crittografia classica: protocollo RSA

Cifratura asimmetrica

Classicamente il miglior algoritmo di fattorizzazione di un numero N in primi richiede un tempo 
esponenziale: non risolubile! 

Chi poteva garantire che non si sarebbe trovato un algoritmo più efficiente? 

Shor 1994
A l g o r i t m o q u a n t i s t i c o d i 
fattorizzazione troppo complesso 
per il nostro percorso!

NUMERI PRIMI!
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Crittografia quantistica: fotoni

Charles Bennett

Jilles Brassard

1984

45� 135�

[1]

[2]

[3]

•

•

•

•

•

[3]

45� 135�

[1]

[2]

[3]

•

•

•

•

•

[3]

Protocollo BB84

Necessità di un protocollo di 

distribuzione di chiavi quantistico

Sfortunatamente inviare una chiave privata in 
modo sicuro è difficile in quanto richiede 
l'uso di qualche altro schema di crittografia 
come l'RSA che è teoricamente violabile. In 
alternativa entrambe le parti possono 
incontrarsi faccia a faccia per scambiarsi la 
chiave, ma questo a volte non è fattibile. 
Fortunatamente la distribuzione quantistica 
delle chiavi (QKD) propone una soluzione per 
questo.
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Crittografia quantistica: spin
Protocollo BBM92: esercizio

|ψ⟩ =
1

2
( |01⟩ − |10⟩)
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Quantum Cryptography without Bell's Theorem

Charles H. Bennett
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Gilles Brassard
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Ekert has described a cryptographic scheme in which Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) pairs of parti-
cles are used to generate identical random numbers in remote places, while Bell's theorem certifies that
the particles have not been measured in transit by an eavesdropper. We describe a related but simpler
EPR scheme and, without invoking Bell's theorem, prove it secure against more general attacks, includ-
ing substitution of a fake EPR source. Finally we show our scheme is equivalent to the original 1984 key
distribution scheme of Bennett and Brassard, which uses single particles instead of EPR pairs.

PACS numbers: 03.65.Bz, 42.79.Sz, 89.70.+c

I n a striking "practical application" of Einstein-
Podolsky-Rosen [1] (EPR) correlations and Bell's theo-
rem [2], Ekert [3], elaborating on a suggestion of
Deutsch [4], has described a quantum key distribution
scheme in which two separated observers perform mea-
surements on a sequence of EPR-correlated pairs of par-
ticles in order to generate identical random numbers. By
a statistical test that confirms the expected violation of
Bell's inequality, they are able to verity that the EPR
pairs were not subjected to eavesdropping by a third par-
ty.
We show here, however, that neither Bell's inequality

nor EPR-correlated states are an essential part of the
generation and certification of such a shared random
secret. We first demonstrate the security against eaves-
dropping of a simpler but conceptually equivalent version
of Ekert's procedure, which uses only the perfect EPR
correlations both to construct the shared random number
and to test for listening in. Ekert conjectured, but did not
prove, that his scheme was also secure against a more so-
phisticated attack—replacement of the true EPR source
by a fake source designed to imitate correct EPR statis-
tics while leaking information to an adversary. We prove
that such a source cannot exist for our scheme, and gen-
eralize this proof to cover all known attacks allowed by
the laws of quantum mechanics. Finally, we show that
our simpler realization of Ekert's EPR scheme is
equivalent to the original key distribution scheme of Ben-
nett and Brassard [5] (BB84), which uses ordinary
single-particle states instead of EPR pairs, and we prove
an analogous security theorem for the BB84 procedure.
Because they rely on a Bell inequality to certify the ab-

sence of eavesdropping, each of Ekert's two observers
must choose randomly among three coplanar axes for
their random spin measurements on the separated parti-
cles (0', 45', and 90 for one of them and 45, 90, and

135' for the other). In our simplified EPR scheme, the
observers, whom we call Albert and Boris, each choose
randomly between 0' and 90', which we take to define
the x axis ( ) and the z axis (1 ). After a series of EPR
pairs have been prepared and measured, Albert and Boris
announce to each other (and to any adversary, Nathan,
who may be listening) which axes they used, but not the
results of the measurements. They then agree to discard
all instances in which they happened to measure along
different axes, as well as instances in which measure-
ments failed because of imperfect quantum efficiency of
the detectors. The remaining instances, in which both ob-
servers successfully measured the same spin component,
ought to be perfectly correlated, if the measurements
indeed have been performed on singlet states. To verify
that this is so, Albert and Boris publicly compare their
measurement results on a sufficiently large random subset
(more than half) of the undiscarded instances. If Albert
and Boris find that this tested subset is indeed perfectly
correlated, they can infer that the remaining untested
subset is probably also perfectly correlated, and therefore
a suitable source of the shared random number they re-
quire.
Ekert shows that if an adversary attempted to eaves-

drop by performing arbitrary Stern-Gerlach measure-
ments on one or both of the particles on their way from
the EPR source to the legitimate observers, then the
linear combination of correlation coefficients appearing in
the Clauser-Horne-Shimony-Holt [6] version of Bell's in-
equality could have no more than half the value it has in
the undisturbed singlet state. The analogous bound for
our scheme, corresponding to Ekert's Eqs. (5) and (7), is

—
1 ~ S=„p(n",n")dn "dn"

x[(n" x)(n" x)+(n' z)(n" z)] ~ I, (1)
1992 The American Physical Society 557


